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GOTICKY TROJLISTOK

Tému mozno rozdelit na Styri Casti so stdle sa zvysujiicou ndrocnostou:

o Ulohy 1 a 2, ktorych hlavny ciel’ je pochopenie ndvodu.

e Uloha 3, ktord je jednoduchou analyjzou daného ndvodu. S celou triedou odporiiéame tiito tilohu riesit len
v pripade, Ze Ziakov este zaujala tiloha 2.

e Ulohy 4 a5, ktoré odporiiéame pouZit ako podnety pre lepsich Ziakov na samostatnii pricu doma. Ak to
celkovd viroveri triedy umoziiuje (napr. v triedach s rozsirenym vyucovanim matematiky), mozno ich skisit
riesit' v triede skupinovo alebo spolocne.

e Ulohy 6 a7, uréené pre Ziakov shlbsim zdujmom o matematiku, mozu sliZif aj ako priprava
na matematicku olympiddu alebo podobné sutaze. Ich rieSenie s celou triedou moéZe byt kontraproduktivne,
u slabsich Ziakov by mohlo skor posilnit odpor k matematike.

1. Narysovany obrazok by mal obsahovat vSetky pomocné ¢iary (bez narysovania pomocnej ¢iary totiz
nie je mozné s dostatocnou presnostou zistif miesto napojenia jedného kruznicového obluka
na druhy). Obluky kruznic, ktorych stredy st vo vrcholoch mensieho zakladného trojuholnika, by
mali byt ,dotiahnuté” az po stred strany mensieho trojuholnika (¢ast ziakov ich mozno , dotiahne”
len po priesecnik pomocnych ¢iar, ktory lezi blizko stredu strany pomocného trojuholnika).

obr. 13

2. Ak vnutorny trojuholnik zmensime, tak dostaneme ,tlstejsi” trojlistok (pozri obr. 14). Ak vnutorny
trojuholnik zvacsime, jednotlivé listky sa vobec nespoja (pozri obr. 15).

*
*
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5. Na obrazku 19 je ToméSova konstrukcia. Dizku

Pozndmka. Je mozné, zZe pre zvicSeny vniitorny trojuholnik navrhni niektori Ziaci odlisny postup konstrukcie
(pri ktorom sa ciary ohranicujiice susedné listky spoja v strede strany mensieho trojuholnika). Najprv narysujii
obliik kruznice so stredom A od bodu C (stred strany mensieho trojuholnika) po bod V (priesecnik s obliikom b,
obr. 16). Potom narysujii cast' oblitka b (so stredom B) od bodu V po vrchol vicsieho trojuholnika (obr. 17).
Nedostatok tejto konStrukcie je v tom, Ze uvedené dva oblitky na seba nenadvizujii hladko, v bode V vznikne
hrot. Je to sposobené tym, Ze body V, A, B neleZia na jednej priamke (obr. 18, v pdvodnej konstrukcii body A, B,
V lezia na jednej z pomocnych ciar, pozri obrdzky 5 az 7 a obr. 12). Preto v bode V pruy a druhy oblitk nemaju
spolocnii dotycnicu (dotycnica k obluku VC je kolma na polomer AV, dotycnica k druhému obliku je kolma
na polomer BV). Diskusiu o tejto konstrukcii mozno vyuZit na vysvetlenie vyznamu pomocnych Ciar
v pbvodnej konstrukcii.
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obr. 16 obr. 17
tusecka AV

V bode V sa spdjaju dve kruznice tvoriace polovicu listka. Druha z tychto kruznic ma stred A, preto
AV je jej polomer. Tato kruznica prechadza stredom strany mensieho trojuholnika. Preto jej polomer
(teda |AV| ) sa rovné polovici dizky strany mengieho trojuholnika.

Co md urobit Roman: Zvoli za y dizku strany mensieho trojuholnika z obrdzka 8 a podla Tomasovho
postupu skonstruuje usecku AY. Potom skontroluje, ¢i tisecka AY je rovnako dlha ako strana vécsieho
trojuholnika v obrazku 8.

Pozndmky :

1. Na viaceryjch miestach TomdSovej konstrukcie treba nandsaft tisecku dizky y. Idedlne by preto bolo nemenit
pocas konstrukcie roztvor kruzidla. Ucitel moze — ak to uznd za vhodné — podnietit diskusiu, ¢i je mozné
celii konstrukciu urobit bez zmeny roztvoru kruzidla (kruzidlo mozeme potrebovat okrem nandsania
isecky dizky vy este na delenie uhlopriecky AC; Ziaci sice mozu ndjst Stortinu dizky aj meranim, tento
postup je vsak menej ,stylovy”). Poznamenajme, Ze konStrukcie s nemeniacim sa roztvorom kruZidla
uprednostiiovali prdve stredoveki stavitelia chramov.

2. Pri presnom rysovani zistime, Ze bod Y lezi vel'mi blizko priesecnika uhlopriecok Stvorca ABCD. To moze
byt podnetom na diskusiu o pribliznej konstrukcii strany vicSieho trojuholnika (v ktorej za tiito diZku
zvolime polovicu dizky uhlopriecky §tvorca ABCD). Mozné otizky do diskusie:

a) numericky porovnat presnii a pribliznii dizku strany
vicsieho trojuholnika D C

~ A
(@sz,oe, 3'fz2,12),

b) rozhodnut, ktory zdvoch pripadov spominanych o

v texte pred iilohou 2 nastane v pripade, Ze namiesto N
presnej dizky zvolime pribliznii hodnotu, a ako sa to .
prejavi na vyslednom trojlistku (pri tom mozZno * Y.
vyuzit vysledky riesenia tilohy 2), R .
¢) ¢o by sa stalo, keby sme za dizku strany vicsieho uf4 \ .
trojuholnika zvolili dvojndsobok dizky y. e %

uhlopriecky AC sme oznacili u. Uhlopriecka Stvorca
so stranou 3y ma dizku u=~2-3y =418y,

*
*
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vyplyva to z Pytagorovej vety:

Podla konstrukcie sa

po dosadeni za u mame

6. Pre dizku strany BC plati: |BC|= %

Podla textu pred tlohou 6 sa [BC| =|CS|+|SB|. V rovnostrannom trojuholniku so stranou dizky x mé&
taznica dizku t = 733( , vyplyva to z Pytagorovej vety:

2 2 x ) 1 43
2 =x?- 5 preto |CS|=§-73/, |SB| =

2 3
—-—a.

Odvodenie Svetlaninej rovnice: Do Pytagorovej vety
|AB* =|AC|* +|BC|*

dosadime |AB| = a—%, |AC]| :%, |BC| :g(a+%j a upravujeme:

2 2 2 2 2 2
[a—z) :(zj J{ﬁ(aulﬂ , az—ay+y—=y—+l(a2+ay+y—J,
2 2 3 2 4 4 3 4

12a* —12ay = 4a” +4ay+vy>, 8a’> —16ay—y* =0.
7. Rovnica (**) je len inak zapisand Svetlanina rovnica: Umocnenim a postupnymi Upravami rovnice
8(a—y)* =9y* dostdavame
8(a> —2ay +y?)=9y> , 8a’ —16ay+8y> =9y> , 8a®>—16ay—y> =0.
Posledna rovnica je pévodna Svetlanina rovnica (*).

Vyjadrenie ¢isla a pomocou ¢isla y: Po roznasobeni postupne dostavame

a8 -yV8 =3y, aV8=3y+yv8, a=%.

Cislo a z predchddzajiiceho vyjpoctu a Tomdsova hodnota sti rovnaké: Treba skontrolovat rovnost

3+\/§_E+
J8 4

To mozno urobit viacerymi spésobmi, napr.

V18

o . , 3 . av . , . , ,
1. staci dokazat rovnost — = e TG mozeme overit umocnenim obidvoch stran na druhu alebo

V8
prevodom na rovnost 3-4 =18 -4/8, tj. 12 =/18-8 =+/144,

1,

2. postupom obdobnym tipravam rovnice. Obe strany najprv vynasobime &slami +/8 a 4, postupne
dostaneme

4-3+B)=VB -I8+4V8, 12+4J8=y8-18+4/8, 12-+144,

*
*
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3. na kalkulacke vypocitat cisla na obidvoch stranach rovnosti (tento postup sa vSak nemusi vzdy
osveddit, nam napriklad na kalkulacke vysiel ako rozdiel medzi pravou alavou stranou cislo
-2,8725834830040787794990936644385e-38).

Poznamky:

1. Pri odmocneni rovnice (**) sme vyuZili, Ze Cisla y, a—y su kladné. Nechceli sme tito skutocnost
zdOrazriovat' v texte, aby sme neodvddzali pozornost’ Ziaka. Ak to ucitel uznd za vhodné, mozZe o tomto
kroku rozprudit diskusiu v triede.

2. Zrovnice (*) pred 1ilohou 7 mozno a vyjadrit aj pomocou vzorca pre korene kvadratickej rovnice, predtym
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je véak vhodné zapisat ju v tvare
2

2 _ogy—Y_—0.
@’ ~2ay - (***)

Korerimi poslednej rovnice sii ¢isla

2
y 2
_(_2y)i\/(_2y)2_4(_ 8 J 2]/-_}— 4y2+L 2 3 3
\ 2 2
= = = i_ = i_ = i— ’
al,2 2 ) y 2 y y Zﬁy y ng
3

z nich kladny je len koreri a =y + ﬁy.
Ak chce ucitel pri rieSeni rovnice (**) pouZit tento pristup, moZe zvolit' postup pozostdvajiici z tychto troch
krokov:

1. Ziakom prezradi informdciu, Ze rovnica x% + Bx+C =0 md korene

_-B+VB -4C  _ -B-YB®-4C

1= 2 2 2

2. nechd Ziakov ndjst korene kvadratickijch rovnic s postupne sa zvysujiicou ndrocnostou, napr.
1
x*-5x+6=0, x*-x-2=0, x*-x-1=0, x° “2x-2=0,

3. napokon Ziakov nechd rozmyslat, ako uvedeny vzorec pouZit pri riesent rovnice (***).

*
*




